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Rezumat

Obiectivul general. Directia de studiu a tezei este analiza neliniara. Pe de o parte,
este abordat studiul unei clase de sisteme de inegalitati de tip variational-hemivariational,
in care multimile de restrictie depind de solutiile sistemului. Ca aplicatie a rezultatelor
teoretice, este studiat un model matematic ce descrie contactul dintre un corp elastic
deformabil si o fundatie de tip Winkler. Pe de alta parte, sunt fundamentate rezultate
privind punctele de optima proximitate in diverse contexte, pentru clase de operatori
care indeplinesc conditii de tip slab contractiv. Drept consecinte sunt obtinute aplicatii
in teoria punctului fix.

Concluziile rezultate pun in evidenta cateva caracteristici ale studiului efectuat:

e Preocuparile principale constau, pe de o parte, in a demonstra ca multimea solutiilor
unei probleme cu inegalitati variational-hemivariationale este nevida si slab com-
pacta, in cazul in care multimile de restrictii sunt marginite. Pentru situatia com-
plementara, folosind o conditie de coercivitate, se arata ca multimea solutiilor
acestui sistem este nevida. Pe de alta parte, in studiul punctelor de optima pro-
ximitate, preocuparea principala este studiul anumitor conditii in care distanta
de la un punct la imaginea sa printr-un operator isi atinge valoarea minima posi-
bila. Depinzand de structura de tip metric avuta in vedere sunt impuse conditii
suplimentare care asigura existenta si, in anumite cazuri, gi unicitatea solutiei pro-

blemei.

e In aceastd tezd sunt folosite, pe de o parte, in ceea ce priveste inegalitatile he-
mivariationale, proprietati calitative ale solutiilor problemei studiate, principiul
minimax, tehnica punctului fix i conditii de coercivitate. In ceea ce priveste punc-
tele de optima proximitate sunt folosite anumite clase de operatori care indeplinesc
proprietati de tip contractiv si clase de contractii de tip Istratescu, a caror existenta
este studiata in cadrul spatiilor metrice, a spatiilor inzestrate cu b-metrica, sau a

spatiilor cu metrica generalizata.
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Metodologie. Metodologia utilizata in aceasta teza face apel atat la instrumente spe-
cifice analizei convexe, cat si din analiza nenetedi. In ceea ce priveste sistemele de
inegalitati variational-hamivariationale, sunt considerate mai multe cazuri, in functie de
proprietatile multimilor de restrictie. Este utilizata decuplarea sistemului, prin asocierea
unei probleme auxiliare, urmata apoi de folosirea tehnicii punctului fix. Modelarea ma-
tematica utilizata pentru studiul contactului dintre un corp deformabil si o fundatie de
tip Winkler foloseste formularea primal-duala, care conduce la un sistem cuplat de inega-
litati de tip variational-hemivariational, permitand determinarea simultana a deplasarii
si a tensorului tensiune.

In ceea ce priveste punctele de optima proximitate, avem in vedere o problema de
optimizare conditionata. Sunt folosite perechi de multimi proximale care, impreuna cu
tehnici specifice aplicate unor clase de operatori adecvati, conduc la fundamentarea unor
rezultate privind existenta unor astfel de puncte. Sunt avute in vedere contractii de tip
implicit si explicit formulate cu ajutorul unor familii de functii care satisfac proprietati
adecvate in ceea ce privete continuitatea, monotonia sau comportamentul in vecinatatea

anumitor puncte.

Contextul general. Un domeniu de studiu important in ultimele decenii este repre-
zentat de teoria inegalitatilor variationale, un aspect semnificativ in acest sens fiind
formularea unor conditii de existenta pentru solutiile unor astfel de probleme. Acest
domeniu a inceput sa se dezvolte prin lucrarea lui Fichera [18], care a rezolvat o pro-
blema deschisa de Signorini [30]. Studiul privind existenta si unicitatea solutiei unei
probleme cu inegalitati variationale in diverse contexte a fost continuat de Stampac-
chia [31], Browder [9] si Hartman gi Stampacchia [19]. O generalizare a acestor clase
de inegalitati o reprezinta inegalitatile hemivariationale, introduse de Panagiotopoulus
[24, 25], inlocuind functionala convexa cu o functionala local Lipschitz. O alta generali-
zare a acestor inegalitati se refera la folosirea multifunctiilor in formularea problemelor,
a se vedea, de exemplu, Costea si Lupu [11], Tang et al. [34]. Un aspect important
in demonstrarea teoremelor privind existenta solutiilor inegalitatilor de tip variational,
il reprezinta teoremele de punct fix, a se vedea, de exemplu, Costea gi Radulescu [13],
Costea si Varga [14], Bai et al. [5], Costea si Pitea [12].

Ineglitatile de tip variational-hemivariational au o structura care imbina atat functio-
nale convexe, cat si functii local Lipschitz, iar in ceea ce priveste aplicatiile practice,
acestea ofera posibilitatea modelarii matematice a problemelor din mecanica de contact
unilateral.

Un alt domeniu de studiu in continua dezvoltare este reprezentat de punctele de
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optima proximitate, numite si puncte de cea mai buna proximitate, care au aparut ca
raspuns pentru problemele in care ecuatia Tx = x nu are solutii, unde 7" este o functie
a carui domeniu si codomeniu nu coincid, iar x este un element din domeniul sau de
definitie. Teoria celei mai bune proximitati igi are originile in lucrarea lui Fan [17] care a
formulat un rezultat de existenta in contextul unui spatiu vectorial topologic Hausdorff
local convex, pentru o functie continua. Printre contributiile remarcabile se numara si
cele aduse de: Eldred gi Veeramani [16], Suzuki et al. [33], Al-Thagafi si Shshzad [1],
Basha si Shahzad [8]. Basha [7] a realizat trecerea la aga-numitele contractii proximale
pentru submultimi inchise si nevide ale unui spatiu metric complet, in contextul unei
aplicatii continue al carei domeniu §i respectiv codomeniu coincid cu cele doua multimi
considerate. Studiile existente pana in acest moment asupra celei mai bune proximitati
au in vedere o gama variata de structuri, de exemplu, spatiile Banach uniform convexe,
spatii Banach reflexive, spatii metrice hiperconvexe, sau diverse spatii cu pseudometrica;
in acest sens, amintim lucrarile lui Al-Thagafi si Shahzad [1], Aslantas [4], Eldred si
Veeramani [16], Kirk et al. [22], Petric si Zlatanov [26], Petric [27], Termkaev et al. [35],

sau Zlatanov [36].

Descrierea tezei si elemente de continut.

Teza este alcatuita dintr-o parte introductiva, trei capitole dedicate expunerii rezul-
tatelor obtinute, o prezentare a anumitor directii privind posibile dezvoltari viitoare si o
bibliografie.

In Capitolul 1, Sisteme de inegalitati de tip variational-hemivariational, este
studiat sistemul cuplat de inegalitati de tip variational-hemivariational (P), in care
multimile de restrictie depind de solutiile sistemului. Dupa prezentarea anumitor notiuni
preliminare, referitoare, in principal, la multifunctii, este formulata problema de studiu,

dupa cum urmeaza:

(P) : Determinati u € K si p € A(u) astfel incat

{ C(v,p) — C(u, p) + (A(u), v — u) + JG (3 (u), 12(p); 1 (v — u)) > 0,
C(u,q) — C(u,p) + (B(p),q — p) + JS(m(u),72(p); 72(q¢ — p)) >0,

pentru orice (v,q) € K x A(u), unde X, Y, Z;, Z, sunt spatii Banach reale reflexive,
astfel incat scufundarile X — Z; si Y — Z5 sunt compacte, iar K C X. Presupunem
ca A: K — Y este o multifunctie cu valori marginite, convexe gi nevide, unde K C
X, C: X XY — (—o00,+00] este convexa gi inferior semicontinua in fiecare variabila,
J: Z1 X Zy — R este local Lipschitz in fiecare variabila si A: X — X*, B: Y — Y* sunt

operatori neliniari dati.
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Este analizat cazul in care multimile de restrictie K si A(u), v € K, sunt marginite.

Sunt impuse anumite ipoteze de lucru, dupa cum urmeaza:

(Ho) X, Y, Z1, Zy sunt spatii Banach reale reflexive, 0x > K C X este o multime

inchisa si convexa si scufundarile X — Z; si Y < Z, sunt compacte;

(Hp) Fie A: K — Y o multifunctie care verifica urmatoarele proprietati:

(7) A are valori inchise, convexe si nevide;
(77) A este inferior hemicontinua de la X, spre Y;

(7ii) A este superior hemicontinua de la X,, spre Y,,;

(He) FieC: X XY — (—o00, +00] o functionala proprie care are urméatoarele proprietati:

i) K x A(K) C dom(C);

(17) u — C(u,p) este convexa gi inferior semicontinua, pentru orice p € Y
(7ii) p — C(u, p) este convexa si inferior semicontinua, pentru orice u € X;

iv) daca {ua},{va} C K i {pa} C A(K) sunt retele astfel incat u, — u, v, — v

n X ¢ p, — pinY, atunci

lim sup [C(Va, Pa) — C(ta,Pa)] < C(v,p) — C(u,p);

[0}

(v) dacd {ua} C K si {pa}t, {qa} C A(K) sunt retele astfel incat u, — u in X, si
Pa — P, o — q In Y, atunci

limsup [C(ua;, ga) — C(a, Pa)] < C(u,q) — C(u,p).

67

(H;) Fie J: Z1 X Zy — R astfel incat:

(1) 21+ J(z1, 22) este local Lipschitz, pentru orice zo € Zy;
(77) 29 +— J(21, 22) este local Lipschitz, pentru orice 2z, € Z;.

(Hq) A: X — X* este un operator neliniar astfel incat pentru oricare doua retele

{ua}, {ws} C X, cu uy — u si w, — w, avem

lim sup(A(w,), v — us) < (A(w),v —u), pentru orice v € X.

«

(Hg) B: Y — Y* este un operator neliniar continuu, adica pentru orice retea {p,} C Y

cup, = pinY, avem B(p,) — B(p) in Y*.
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Studiul se face prin intermediul unei probleme asociate sistemului, Py (w,r, &, 1),

formulata cu ajutorul unor operatori adjuncti:

Powe(w,r,&,m) : Determinati (u,p) € K x A(w) astfel incat

C(v,7) = C(u,r) + C(w, q) — C(w,p) + (A(w) + 7 (§),v — u)
+(B(r) +7(n),q —p) =0,

pentru orice (v,q) € K x A(w).

In Lema 1, se demonstreazi ci multimea solutiilor lui Py, (w, 7, &, 1) este convexa,
slab compacta si nevida. Cu ajutorul acesteia, este fundamentata Teorema 1, privind
slab compacitatea multimii solutiilor problemei (P), utilizand, de asemenea, si teorema

de punct fix Bohnenblust-Karlin.

Lema 1. Considerdm c& ipotezele (Hy), (He), (Hy), (Ha), (Hp) sunt indeplinite. In
plus, presupunem ca submultimea K C X este marginita si A are valori marginite.

Atunci multifunctia

S: KXY X Z{ xZ; - KXY,

are valori convexe, slab compacte si nevide.

Teorema 1. Consideram conditiile (Hy), (Hp), (He), (Hy), (Ha) si (Hp) ca fiind
indeplinite. Daca multimea K C X este marginita st A are valori marginite, atunci

multimea solutiilor problemei (P) este nevida si slab compacta.

In partea a doua a capitolului, este studiat cazul in care cel putin una din multimile

de restrictie este nemarginita, dupa cum urmeaza:

e Daca multimea K este nemarginita si A are valori marginite, atunci presupunem ca

urméatoarele conditii, notate cu (C!), sunt indeplinite:

(1) sup Lq(u,p) < oo, unde L;(u, p) este constanta Lipschitz pentru veci-
(u,p)EKXA(K)

natatea punctului (y;(u),v2(p)) € Z1 X Zy a lui 21 — J(21, 22);

(i) lim (A(u),u) + C(u,p) — C(0x,p)

ueK lullx
Jull x =00

= 00, pentru orice p € A(u).

e Daca multimea K este marginita si A are valori nemarginite, atunci presupunem ca

urméatoarele conditii, notate cu (C?), sunt verificate:
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(1) sup Lo(u, p) < 0o, unde Lo(u, p) este constanta Lipschitz in apropierea
(u,p)EK x A(K)

punctului (71 (u),v2(p)) € Z1 X Zy a lui 29 — J(z1, 22);

(74) Pentru orice u € K, avem

(B(p),p) + C(u,p) — C(u,0y)

lim = 0.

PEA) Iplly
Iplly oo

e Daca presupunem K nemarginita si A avand valori nemarginite, atunci urmatoarele

conditii, notate cu (C?), sunt indeplinite:

(4) maX{ sup  Ly(u,p),  sup Lg(u,p)}<00;
(u,p)EK XA(K) (u,p)EK XA(K)

g , (A(u),u) + (B(p),p) +2C(u, p) — C(Ox,p) — C(u,0y) _
(i)  lim = o0.
() [->o0 1w, p)

Teoremele 2, 3 si 4 fundamenteaza conditii suficiente pentru existenta solutiilor sis-

temului considerat (P), pentru situatiile enuntate anterior.

Teorema 2. Consideram mulfimea K nemarginita, si A avand valori marginite. Pre-
supunem indeplinite conditiile (Hy), (Hy), (He), (Hj), (Ha), (Hg) si (C}). Atunci

problema (P) are cel putin o solutie.

Teorema 3. Consideram ca multimea K este marginita, A are valori nemarginite si
Oy € A(u), oricare ar fi u € K. Daca sunt indeplinite conditiile (Hy), (Hp), (He),
(Hy), (Ha), (Hp) st (C?), atunci problema (P) posedd cel putin o solutie.

Teorema 4. Consideram K nemdrginita, A avind valori nemdrginite si Oy € A(u),
oricare ar fiu € K. Dacd conditiile (Hy), (Hy), (He), (Hy), (Ha), (Hg) si (C3) sunt

indeplinite, atunci problema (P) are solutie.

Ultima parte a capitolului este dedicata studiului unei aplicatii in mecanica, mai
precis al unui model matematic (Py) ce descrie contactul dintre un corp deformabil si o
fundatie de tip Winkler, in conditiile in care procesul este presupus static si comporta-

mentul materialului se supune unei legi constitutive scrisa ca incluziune subdiferentiala.
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Determinati deplasarea w0 — R3 si tensorul tensiune o: Q — Sy astfel incat

([ —Div(o) = 70), in Q,
o€ Ee(U) + d(e()), in Q,
U = ﬁ, pe I'y,
o7 = 75, pe I'y,

(Par) : 3 u, <0=0, =0,
u, € [0,a(z)) = —0, = ¢(z,u,),
u, = a(x) = —o, € [0,¢(x,a(x))], pe I's.

u, > a(zr) =0, =0,
=
O-’T:ST7
N J

Sunt indeplinite urmatoarele conditii pentru problema (Ppy):
(Hy) fo € LA R?), o € L2(Ty; RY), 5. € L2(I's; RY).
(He) £: Q2 x S3 — S3 este un tensor de ordin patru astfel incat
(1) Eiji € L>(Q), 1 <4,5,k, 1 <3;

(17) Eo: p =0 : Ep, oricare ar fi o, u € Sg;

(ii1) existd mg >0 cu Ep: p > me|p|?, oricare ar fi p € S3.

(Hy) : S3 — (—o0,4+00] este o functionald proprie, convexa si inferior semicontinua

astfel incat
(i) ¥(0) € L1 (Q);
(i) dom(v) NH # 0;
(Ha) 0 < a(-) € L=(T3);
(Hy) ¢: '3 x [0,00) — R este o functionala Carathéodory astfel incat

(1) ¢(-,t) este masurabila, pentru orice ¢t € R;
(1) ¢(z,0) =0, pentru aproape orice z € I's;

(1) t — ¢(x,-) este strict crescatoare pe R, pentru aproape orice = € I's.

Tot in acest capitol oferim formularea variationald primal-duala (P,_4), cea variationala

primald (P,), respectiv duald (Py()) a problemei (P,,), dupd cum urmeazi:
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(Pp—a) : Determinati deplasarea W € K si tensorul tensiune o € A(), astfel incat

G(e(T)) - Cle(T) + /

I's
G*(p) — G*(o) — (e(W), p — o), >0, pentru orice p € A(D).

3% (@, w0, — uy,)da > (7, v — 7) . pentru orice ¥ € K,
’ X

(P,) : Determinati @ € K astfel incat

(F@).T = + D) - @)+ [ Yo - whdax (7,7 -2

s

oricare ar i U € K.

(P4()) : Determinati tensorul tensiune o € H astfel incat
0c0 (G* + IA(ﬁ)) (0’)
In Teorema 5, observam legatura dintre cele trei tipuri de formulari variationale.

Teorema 5. Consideram ca proprietatile (Hy), (He), (Hy), (Ha) si (Hg) sunt indeplinite.
Daca perechea (7, o) este o solutie pentru problema (P,—q), atunci U este solutie pentru

(P,), respectiv o este solutie pentru (Py()).
In Teorema 6 este studiati solvabilitatea problemei (Pp—d)-

Teorema 6. Consideram proprietatile (Hy), (He), (Hy), (Ha) st (Hg) ca fiind indeplinite.
Atunci problema (Pyy) are cel putin o solutie slaba; mai precis, multimea solutiilor pro-

blemei (Pp_q) este nevidad.

Capitolul are la baza lucrarea [10].

Capitolul 2, Operatori de tip contractiv se refera la studiul anumitor conditii in
care distanta de la un punct = la imaginea sa prin 7: A — B isi atinge valoarea minima
posibila, anume distanta de la multimea A la multimea B, in contextul in care A si B
sunt submultimi nevide ale unei multimi X, inzestrata cu o structura de tip metric, fiind
indeplinite, in plus, restrictii suplimentare. In acest capitol este continuat studiul din
Ali et al. [2], respectiv Ali et al. [3].

In prima parte a capitolului sunt definite anumite concepte si proprietati care sunt
necesare dezvoltirii rezultatelor principale din capitol, in contextul spatiilor metrice. In
Definitia 2 sunt introduse conditii contractive proximale de tip £ cu ajutorul claselor de

functii din Definitia 1.

Definitia 1. Fie 91 clasa functiilor L: [0,00)*\{(0,0,0)} — R care indeplinesc ipotezele

urmatoare:
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(M) pentru orice siruri {z,|x, > 0}, {yn|yn > 0}, {zn|2, > 0}, are loc echivalenta
lim z, = lim y, = lim 2, =0
n—oo n—oo n—oo

daca gi numai daca

im L(xy,, Yn, 2n) = —00;
n—oo

(My) Pentru orice siruri {z,|x, > 0}, {yn|lyn > 0}, {242, > 0}, cu lim, ooz, =

lim,, o0 Yp = limy, 00 2, = 0, existd h € (0, 1) astfel ca lim,, o0 2" L(2p, Y, 2,) = 0.
Familia functiilor pentru care este verificata conditia (M;) va fi notata cu 9.

Definitia 2. Fie (X, d) un spatiu metric si A, B doua submultimi nevide ale lui X.
T: A — B se numeste contractie proximala de tip £ daca exista L € 9 si o constanta
k > 0 astfel incat, pentru orice &1, &, (1, (o € A cu d((1,TE) = d(A, B) = d((2, Tés),

are loc inegalitatea

k4 L(d(Cr, G2), 9(C1), ¢(G2)) < L(d(&1,62), 9(&1), 0(&2)), (1)

ori de cate ori

min{d(C1, C2) + @(C1) + ¢(C2), d(€1, &) + o(&1) + ¢(&2)} > 0.

Teorema 7 enunta primul rezultat in ceea ce priveste existenta (¢, ¢)-puncte de op-

tima proximitate si este fundamentat pe baza contractiilor priximale de tip L.

Teorema 7. Fie A gi B submulfimi nevide ale lui X si (X,d) un spatiu metric. Sa
consideram ca mulfimea Agy este inchisa in raport cu metrica d si ca T: A — B este

contractie prozimala de tip L, care satisface urmatoarele conditii:
(Z) T Ao C By,
(i) ¢ si @ sunt inferior semicontinue.
Atunci T are un (¢, p)-punct de optima proximitate.

O alta familie de contractii proximale de tip slab se regaseste in Definitia 5, fiind

enuntata cu ajutorul functiilor din multimile £, si respectiv 20.

Definitia 3. Fie £, multimea functiilor L: (0, 00) — R care verifica urmatoarele conditii:
(Ly) L este crescatoare, mai precis inegalitatea a; < ao implica relatia L(a;) < L(as);
(Ls) daca {c, | ¢, > 0} este un sir pentru care lim,,_,, ¢, = 0, atunci exista h € (0,1)

astfel ca lim,, o c!'L(c,) = 0.
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Utilizam multimea C = {(0,z,y)|x,y > 0} pentru a intoduce clasa de functii 20.

Definitia 4. Fie 27 clasa functiilor W: [0, 00)% — [0, 00) care verificd proprietitile:
(W1) W este continua pe multimea C si W(x,y, z) = 0 daca si numai daca z =y =
z =0;
(Ws) exista > 0 pentru care fa < W(a,b, c), oricare ar fi a, b, ¢ > 0.

Definitia 5. O aplicatie 7: A — B se numeste contractie proximala de tip LW daca
exista functiile a: A x A — [0,00), L € £,, W € 20, si o constanta k > 0 astfel ca,
pentru orice &1, §2, C1, G2 € A, cu a(&1,&2) > 151 d(Gr, T&) = d(A, B) = d(G2, TE), au
loc inegalitatile a((1, (o) > 1 i

k4 L (W (d(Cr, G2), 0(G), 9(G))) < LW (d(&1, ), ¢(61), 9(2))) » (2)

ori de cate ori

mlH{W (d(Ch CQ)? ¢(<1)7 SO(C2>> ’ W (d(fh 52)7 ¢(£1>7 (P<£2))} > 0.

A doua teorema de existenta, Teorema 8, este formulata cu ajutorul contractiilor

proximale de tip LW.

Teorema 8. Fie A gi B submultimi nevide ale unei multimi X, iar (X,d) un spatiu
metric complet. Consideram ca multimea Ay este nevida si inchisa in raport cu metrica
d, siT: A— B o contractie prozimalda de tip LW . Presupunem cd urmatoarele condilii

sunt verificate:
(1) TAy C By;
(i) Ewisti &, & € Ao, astfel ca a(éo,&) > 1 si d(&1, Téo) = d(A, B);

(13i) pentru orice sir {&,} din Ao pentru care &, — £ st a(§,,&41) > 1, n € N, are loc
inegalitatea «(&,,£) > 1, n € N;

(iv) Functiile ¢, p: A — [0,00) sunt inferior semicontinue gi marginite.
Atunci operatorul T are un (¢, p)-punct de optima proximitate.

A doua parte a acestui capitol este construita in contextul spatiilor inzestrate cu
b-metrica de coeficient mai mare strict decat unu.

Notiunea de b-metrica este atribuita, in literatura de specialitate, lui Bakhtin [6] si
Czerwik [15].
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Definitia 6. Fie X o multime nevida si s > 1 un numar real. O functie d: X x X —
[0,00) se numeste b-metrica daca, pentru orice z, y, z € X, urmatoarele trei conditii

sunt indeplinite:
1. d(z,y) = 0 daca si numai daca = = y;

2. d(z,y) = d(y, z);
3. d(z,y) < sld(z, 2) + d(z,y)].
In acest caz, perechea (X, d) se numegte spatiu inzestrat cu b-metrica de coeficient s > 1.

Este mentionat faptul ca familia spatiilor inzestrate cu b-metrica contine strict familia
spatiilor metrice, care corespunde coeficientului s = 1. De asemenea, spre deosebire
de cazul metricilor clasice, continuitatea nu este o proprietate care sa caracterizeze b-

metricile.

Pentru a demonstra urmatoarea teorema a acestui capitol este necesara introducerea
unei conditii suplimentare, enuntata in Definitia 7, inspirata de lucrarea lui Lucécs si
Kajénté [23].

Definitia 7. In contextul unui spatiu cu b-metrica (X, d) de coeficient s, A C X o
multime nevida si L: [0,00)% \ {(0,0,0)} — R, spunem c& are loc proprietatea (Sz) in
raport cu ¢, ¢: A — [0,00) daca are loc implicatia de mai jos

(S1) Daca exista k > 0 si {£,} un sgir din A pentru care d(&,,&,11) > 0, n € N, i

k + L (Sd<€n7 £n+1)7 (b(fn)’ (10(57&1)) S L (d<€n717 fn)7 (b(fnfl)v 90(571)) )

pentru orice n > 1, atunci

k+L (Snd(fnv €n+1)a gb(fn)’ Qp(gn-i-l)) < L (Sn_ld(gn—la fn)v ¢(€n—1)’ (p(fn)) )

pentru orice n > 1.

Familia de aplicatii contractive proximale de tip L;, care se regaseste in Definitia 8,

este enuntata cu ajutorul multimii 9%,.

Definitia 8. Fie (X, d) un spatiu inzestrat cu b-metrica, A si B doua submultimi nevide
ale sale. 7: A — B se numeste contractie proximala de tip L; daca exista L € M, si o
constanta k > 0 astfel incat, pentru orice &1, &, (i, (o € A cu d((1,T&) = d(A,B) =
d((e, TE), are loc relatia

k4 L(sd(C1, G2), 9(G1), 0(C2)) < L(d(&1, €2), ¢(61), 0(E2)), (3)
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ori de cate ori

min{sd((1, 2) + ¢(C1) + ¢(C2), d(&1, &) + d(&1) + 0(§2)} > 0.

Utilizand contractia proximala de tip L, impreuna cu proprietatea (S1), sunt enuntate,

in Teorema 9, conditii privind existenta punctelor de optima proximitate.

Teorema 9. Fie A si B submultimi nevide ale lui X si (X,d) un spatiu complet cu
b-metrica d, cu coeficientul s > 1. Sa consideram ca Ay este nevida, inchisd in raport
cu d gi ca T: A — B este contractie proximala de tip Ly, care satisface urmatoarele

conditii:
(i) TAo C By;
(11) este indeplinita proprietatea (Sr) in raport cu ¢, p;
(7i1) ¢ i ¢ sunt inferior semicontinue.
Atunci T are un (¢, p)-punct de optima proximitate.

In Definitia 9 este enuntata proprietatea (Srw ), care joaca un rol important in de-

monstrarea urmatoarei teoreme de cea mai buna proximitate.

Definitia 9. Fie (X, d) un spatiu cu b-metrica de coeficient s, A C X o multime nevida,
L:(0,00) = Rsi W:[0,00)% — [0,00). Spunem ci proprietatea (Sry) este indeplinita
in raport cu ¢, ¢: A — [0,00) daca are loc urmatoarea implicatie:

(Spw) Daca exista k > 0 gi un sir {£,} C A, d(&,,&n41) > 0, n € N, astfel incat

k+L (W (Sd(fn, gn—l—l)v ¢(§n), Qp(gn—l—l))) < L (W (d(gn—la 571)7 ¢(§n—1)’ QP(SN))) )

pentru orice n > 1, atunci

kot L (W (5"d(&nr ns1), (6n), 2(€0))) < L (W (8" d(En-1,6n), $(&n-1), 0(6n))) »

oricare ar fin > 1.

Utilizam multimea de functii 20 in Definitia 10, pentru a introduce un nou tip de

contractie proximala de tip slab.

Definitia 10. Fie (X,d) un spatiu inzestrat cu b-metrica d, A, B doua submultimi
nevide ale lui X, L: (0,00) — R o functie crescatoare si W € 20. Spunem ca 7: A — B

este contractie proximala de tip LW, daca exista o constanta k& > 0 astfel ca, pentru
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orice &1, &2, C1, G2 € A, cu a&1,&) > 151 d((1,T&) = d(A, B) = d(G, T&), au loc
inegalitatile a((y, () > 1 i

k4 L (W (sd(Ciy G), 9(C1), 9(G2))) < L (W (d(&,€2), ¢(61), ¢(&2))) (4)

ori de cate ori

min{W (sd(C1, ¢2), 9(C1), ©(C2)) » W (d(&1,62), 9(81), ¢(62)) } > 0.

Teorema 10 ofera conditii de existenta pentru punctele de optima proximitate, folo-

sind Definitia 9 si respectiv Definitia 10.

Teorema 10. Fie A gi B submulfimi nevide ale unei multimi X, iar (X,d) un spatiu
complet inzestrat cu b-metrica d cu coeficientul s > 1. Consideram mulfimea Ay nevidd,
inchisa in raport cu b-metrica d, st T: A — B o contractie prorimala de tip LW,.

Presupunem ca urmdatoarele conditii sunt verificate:
<Z> TAO g BO;
(i1) Ewistd &, & € Ay, astfel ca a(&, &) > 1 sid(&r,TE) = d(A, B);

(1ii) Pentru orice sir {&,} din Ay pentru care &, — & $i a(&n,&ni1) > 1, pentru orice

n € N, are loc inegalitatea o(§,,&) > 1, pentru orice n € N;
(iv) Este indeplinita proprietatea (Spw);
(v) Functiile ¢, p: A — [0,00) sunt inferior semicontinue gi marginite.
Atunci operatorul T are un (¢, @)-punct de optima prozimitate.

Capitolul se incheie prin analizarea cazului in care aplicatia 7 are drept domeniu si
condomeniu insagi multimea X, caz in care suntem condusi spre teoreme de punct fix.
Teorema 11 si respectiv Teorema 12 reprezinta consecinte in teoria punctelor fixe in

contextul spatiilor metrice clasice.

Teorema 11. Fie (X, d) un spatiu metric complet. Consideram ca T : X — X satisface

urmatoarele conditii:
(i) exista L € M gi k > 0 astfel incat
k+ L(d(T€,TC), o(TE), p(TC)) < L(d(&, ), 9(£), ¢(¢)),

ori de cate ori min{d(T&,T¢) + ¢(TE) + o(TC),d(&,C) + (&) + ()} > 0, unde
£ CeX;



Rezumatul tezei de doctorat 17

(17) ¢ g1 @ sunt inferior semicontinue.
Atunci T are un (¢, p)-punct fiz.

Teorema 12. Fie (X, d) un spatiu metric complet. Consideram ca T : X — X satisface

urmatoarele conditii:

(1) exista L € £,, W € 20 si o constanta k > 0 astfel ca

k+ LW((TE, TC), o(T€), o(TC))) < LIW(d(E, ), (£),%(C))),

ori de cdte ori are loc inegalitatea min{W (d(TE&,TC),d(TE€),o(TC)), W(d(&, (),
$(€),9(€)} >0, unde §, ¢ € X;

(17) ¢ §i @ sunt inferior semicontinue i marginite.
Atunci T are un (¢, p)-punct fix.

In ceea ce priveste spatiile inzestrate cu b-metrica, Teorema 13 si respectiv Teorema

14 reprezinta consecinte ale rezultatelor privind optima proximitate.

Teorema 13. Fie (X,d) un spatiu complet cu b-metrica d, cu coeficientul s > 1. Sa

consideram ca T : X — X satisface urmatoarele conditii:

(1) exista L € My g1 k > 0 pentru care

k4 L(sd(T€, TC), p(T€), p(TC)) < L(sd(§, ), (&), (C)),

ori de cate ori min{sd(T&, TC)+ o(TE) +¢(TC),sd(&,C), o), v(C)} >0, unde &,
CeX.

(71) este indeplinita proprietatea (SL) in raport cu ¢, @;
(7i1) ¢ si @ sunt inferior semicontinue.
Atunci T are un (¢, ¢)-punct fiz.

Teorema 14. Fie (X,d) un spatiu complet cu b-metrica d, cu coeficientul s > 1. Sa

consideram ca T : X — X satisface urmatoarele conditii:

(1) exista o constanta k > 0, L: (0,00) = W crescatoare si W € R, pentru care

k4 LW (sd(TE, TC), o(TE), 9(TC))) < LIW(A(E, €), 6(£), #(C))),

ori de cate ori min{W (sd(T¢&,TC),(T¢€),o(T¢)), W(d(&, ), d(£), »(()} >0, &,
(e X;
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(11) este indeplinita proprietatea (Spw) in raport cu ¢, ;
(131) ¢ si @ sunt inferior semicontinue §i marginite.
Atunci T are un (¢, p)-punct fi.

Capitolul are la baza lucrarea [28].

In Capitolul Puncte de optima proximitate in spatii metrice generalizate,
sunt generalizate rezultatele lui Istratescu [20] atat din punct de vedere al obiectului de
studiu, fiind abordat studiul punctelor de optima proximitate, dar si In ceea ce priveste
spatiul ambient folosit, fiind utilizat un spatiu metric generalizat inspirat de Jleli si

Samet [21], care se regaseste in Definitia 11.

Definitia 11 ([21]). Fie X o multime nevida si d: X x X — [0, 00) o functie care verifica
urmatoarele proprietati:

dy) daca d(x,y) =0, atunci x = y, unde z, y € X;

dy) d(x,y) = d(y, x), pentru orice z, y € X;

d3) exista C' > 0 astfel incat, pentru orice =, y € X si orice sir {z,} care are
proprietatea ca d(z,,x) — 0, are loc inegalitatea

d(z,y) < Climsup d(z,, y).

n—oo

Este utilizat un spatiu metric generalizat (X, d), unde d respecta toate conditiile din
Definitia 11 i, in plus, d(z, ) = 0, pentru orice x € X.

Mentionam faptul ca familia metricilor generalizate contine clase importante, cum ar
fi spatiile metrice, spatiile vectoriale modulare cu proprietatea lui Fatou, sau spatiile cu
b-metrica.

In contextul punctelor de optima proximitate, este definita multimea
Or(x) = {{zn} C Alzg = z,d(xp41, Tr,) = d(A, B)},

numita orbita lui x prin 7', unde (X, d) este un spatiu metric generalizat, A, B submultimi
nevide ale lui X §i 7: A — B.

Punctul x € X se numeste punct periodic de optima proximitate pentru 7' daca
exista {x,} € Orp(x) §i m > 1 pentru care d(z, T'z,,) = d(A, B). Aplicatia T" indeplineste
conditia P, daca multimea punctelor periodice de optima proximitate coincide cu cea a
punctelor de optima proximitate pentru 7'.

Sunt utilizate aplicatii T pentru care este verificata proprietatea P, (a se vedea, de

exemplu, Sahin et al. [29]).
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In Teorema 15 este impusa o conditie de marginire a anumitor giruri definite prin
intermediul perechilor de submultimi proximale, dupa cum urmeaza.
Pentru un sir {z,} din multimea X, unde (X, d) este un spatiu metric generalizat,

sunt considerate multimile

0(d, {zn}) = sup{d(zm, x,) [m,p € N},

5”0 (d7 {:En}) = Sup{d(wm7$p) |m’p € N7 m,p Z n0}7

unde ng € N.

Datorita proprietatii de simetrie, rezulta ca
Ono (d, {xn}) = sup{d(zm,z,) |m,p €N, p>m > ny}.
Se observa ca

Op(d; {xn}) < 0m(d, {xn}) < 6(d, {2n}), p = m.

Teorema 15. Fie (X,d) un spatiuv meric generalizat complet si T: A — B o aplicatie
pentru care T'Aqg C By.

Presupunem ca sunt indeplinite urmatoarele conditii:

i) existd ay, Qg,... Gp_1, by,....bp—o € [0,1), cu0 < ay+ag+---+ap_1+bi+---+b,_o <
1, p > 3, astfel ca, pentru orice z; distincte, i € N, y; € A cu d(y;,Tz;) = d(A, B), are

loc inegalitatea

d(yp—17 yp) S CL1d(Zl, 22) + CLQd(ZQ, 23) + -+ ap—ld(zp—la zp)
+ord(y1, y2) + -+ bp—2d(Yp—2, Yp-1); (5)

i1) Ao este inchisa in raport cu d;
i11) pentru orice gir {x,} T A pentru care d(x,.1,Tx,) = d(A,B), n € N, are loc
inegalitatea 6(d, {z,}) < oo.

Atunci T are un punct de optima proximitate, care este unic.

Corolarul 1 si respectiv Corolarul 2 reprezinta consecinte interesante din literatura

de specialitate pentru Teorema 15.

Corolarul 1. Fie (X, d) un spatiu metric generalizat complet i T: A — B un operator
pentru care T Ay C By.

Presupunem ca sunt verificate urmatoarele ipoteze:
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i) exista a, b € [0,1), 0 < a+ b < 1, astfel ca, pentru orice z; € A distincte, y; € A
cu d(y;, Tx;) = d(A, B), i € N, are loc inegalitatea

d(y2,y3) < ad(zy1, x2) + bd(z2, z3). (6)

i1) Ag este inchisa in raport cu d;
i11) pentru orice gir {x,} C A cu proprietatea ca d(x,1,Tz,) = d(A, B), n € N, are
loc relatia d(d, {z,}) < .

Atunci T are un punct de cea mai buna proximitate, care este unic.

Corolarul 2. Fie (X, d) un spatiu metric generalizat si T: A — B un operator pentru
care T Ay C By.

Presupunem ca sunt satisfacute urmatoarele conditii:

i) exista a, b € [0,1), 0 < a+ b < 1, astfel ca, pentru orice x; € A distincte, y; € A
cu d(y;, Tx;) = d(A, B), unde i € N, are loc inegalitatea

d(y2,y3) < ad(x1, 22) + bd(y1, y2); (7)

i1) Ap este inchisa in raport cu d;
i11) pentru orice sir {x,} C A cu d(x,11,Tz,) = d(A, B), n € N, are loc inegalitatea
od, {xn}) < o00.

Atunci T are un punct de optima proximitate, care este unic.

Spre deosebire de rezultatul din Teorema 15, Teorema 16 nu necesita ipoteze legate de

marginire, insa constanta metricii generalizate poate lua valori intr-un anumit interval.

Teorema 16. Fie (X,d) un spatiu metric generalizat complet cu constanta C, pentru
care Ca, < 1, siT: A — B un operator pentru care T Ay C By.

Presupunem ca sunt verificate urmatoarele ipoteze:

i) existd ay, as, ... a, €10,1), 0 < ay+as+---+a, <1, p > 2, astfel ca pentru orice

z; € A distincte, i = 1,p siy; € A, cud(y;, Tz) =d(A, B), i € N, are loc inegalitatea
d(Yp—1,p) < ard(z1,y1) + azd(22,y2) + - - + apd(2p, Yp), (8)

i1) Ao este inchisa in raport cu d.

Atunci T are un punct de optima proximitate, care este unic.

Pe baza Teoremei 16, sunt obtinute rezultate existente in literatura de specialitate,

enuntate in Corolarul 3.
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Corolarul 3. Fie (X, d) un spatiu metric generalizat complet cu constanta subunitara
siT: X — X o aplicatie.
Sa presupunem ca exista a, b € [0,1), 0 < a + b < 1, astfel ca, pentru orice z, y din

X, are loc relatia

d(Tz, Ty) < ad(y, Ty) + bd(z, Tz). (9)

Atunci T are un punct fix, care este unic.

Acest capitol este bazat pe lucrarea [32].
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