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Modelarea matematică este folosită pentru a studia efectele diferitelor

componente şi pentru a prezice comportamentul acestora. De peste 250

de ani, teoria modelării matematice a fost studiată ı̂n contextul modelelor

care utilizează ecuaţii diferenţiale cu ı̂ntarziere şi ecuaţii cu derivate parţiale.

Importanţa efectelor ereditare surprinse de aceste modele a fost remarcată

ı̂ncă de la sfârşitul secolului al XIX-lea. Modelele matematice sunt folosite

ı̂n numeroase domenii de cercetare, printre care se numără: ştiinţe naturale,

inginerie, ştiinţe sociale, etc.

În această teză sunt prezentate şi studiate modele matematice cu aplicaţii

ı̂n biologie. Lucrarea este structurată ı̂n două părţi şi conţine, ı̂n total, şapte

capitole.

În prima parte a tezei, am introdus un model matematic bazat pe ecuaţii

diferenţiale cu ı̂ntarziere pentru Leucemie Acută Limfoblastică (LAL) sub

tratament. Acest model conţine un compartiment pentru eritropoieză, un

compartiment pentru leucopieză şi un compartiment pentru limfopoieză;

aceste procese biologice au fost cuplate cu dinamica 6-mercaptopurinei (6-

MP), medicament folosit ı̂n terapia de mentenanţă. Pentru fiecare com-

partiment, am determinat punctele de echilibru şi am efectuat studiul de

stabilitate.

În cea de-a doua parte, am studiat o serie de generalizări ale ecuaţiei

Cahn–Hilliard cu sursă de masă (en. mass source), ı̂nzestrată cu condiţii

de frontieră Neumann, cu aplicaţii ı̂n biologie. În acest context, am discu-

tat problema staţionară asociată ecuaţiei Cahn–Hilliard cu sursă de masă.

Am demonstrat existenţa unei soluţii unice a problemei. În continuare, am

considerat o schemă numerică a modelului bazată pe o discretizare finită a

elementelor ı̂n spaţiu şi o schemă inversă Euler ı̂n timp pentru problema evo-

lutivă asociată ecuaţiei Cahn–Hilliard cu sursă de masă. În urma obţinerii
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unor estimări pentru eroarea soluţiilor numerice, am demonstrat că schema

semi-discretă converge către problema continuă. În plus, am demonstrat

stabilitatea schemei propuse, fapt ce ne-a permis să deducem convergenţa

problemei discrete către cea semi-discretă. Nu ı̂n ultimul rând, am efectuat

simulări numerice care au confirmat rezultatele teoretice şi au demonstrat

eficienţa schemei propuse, atât pentru modelul de creştere tumorala can-

ceroasă, cât şi pentru modelul de retuşare de imagine.

Prima Parte: Analiza unui model de ecuaţii diferenţiale

cu ı̂ntârziere pentru Leucemie Acută Limfoblastică sub

tratament

Această parte conţine trei capitole (capitolele 1, 2 şi 3). În această parte,

am introdus un model de ecuaţii diferenţiale cu ı̂ntârziere pentru Leucemie

Acută Limfoblastică (LAL) sub tratament. Acest model conţine un com-

partiment pentru eritropoieză, un compartiment pentru leucopieză şi un

compartiment pentru eritropoieză; procesele au fost cuplate cu dinamica 6-

mercaptopurinei (6-MP), medicament folosit ı̂n terapia de mentenanţă. Pen-

tru fiecare compartiment, am determinat punctele de echilibru şi am efectuat

studiul de stabilitate.

Capitolul 1. Fundamente matematice. În acest capitol, am oferit o

scurtă introducere ı̂n teoria ecuaţiilor diferenţiale cu ı̂ntârziere. Am amintit

cele mai importante teoreme necesare pentru studiul stabilităţii sistemelor de

ecuaţii diferenţiale cu ı̂ntârziere folosind ecuaţia caracteristică şi funcţionala

Lyapunov-Krasovskii.

Capitolul 2. Aspecte biologice. În acest capitol, am prezentat as-

pectele şi procesele biologice care sunt incluse ı̂n modele. De asemenea,

am menţionat principalele ecuaţii diferenţiale cu ı̂ntârziere care au influenţat

construcţia modelelor.
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Capitolul 3. Modelul matematic. În acest capitol, am introdus un

model pentru eritropoieză, un model pentru leucopoieză şi un model pentru

limfopoieză, cuplate cu dinamica medicamentului 6-MP folosit ı̂n terapia de

mentenanţă.

Variabilele de stare sunt populaţii de celule. Având ı̂n vedere că nu putem

discuta despre densităţi negative de celule, pozitivitatea soluţiilor sistemelor

este o caracteristică vitală a modelului. Astfel, primul rezultat important

prezentat este legat de pozitivitatea soluţiilor.

Modelul care descrie procesul de eritropoieză este format din şapte ecuaţii

diferenţiale cu două ı̂ntârzieri. Modelul surprinde dinamica dintre celulele

eritroide de tip stem pe termen scurt, eritrocite, cantitatea de 6-MP din

stomac, cantitatea de 6-MP din plasmă şi concentraţia de 6-TGN (nucleotide

tioguaninice) din celulele roşii din sânge.

Modelul care include răspunsul tratamentului devine:

ż = fi(z, zτj ), i = 1, 7, j = 1, 2 (1)

ż1 = − γ0
1+zα3

z1 − R̃mz7
R̃50+z7

z1 − (η1e + η2e)ke(z3)z1 − (1− η1e − η2e)βe(z1, z3)z1

+2z4(1− η1e − η2e)βe(z1τ1 , z3τ1)z1τ1 + η1ez4ke(z3τe)z1τ1

ż2 = −γ2z2 + Ãeke(z3τ2)z1τ2

ż3 = −kz3 + a1
1+zn2

ż4 = z4

(
− γ0

1+zα3
− R̃mz7

R̃50+z7
+ γ0

1+zα3τ1
+

R̃mz7τ1
R̃50+z7τ1

)
ż5 = −b1z5 + a2
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ż6 = b1z5 − e1z6 − c1(1−e2)
c2+z6

z6 − m2e2
m1+z6

z6

ż7 = b2c1(1−e2)
c2+z6

z6 − e3z7.

Compartimentul de eritropoieză are două puncte de echilibru, E1 şi E2.

Ecuaţia caracteristică corespunzătoare punctului de echilibru E1 are un

caz critic (λ = 0). În cazul ecuaţiilor diferenţiale ordinale, această situaţie

este discutată ı̂n cartea [70]. În ceea ce urmează, extindem acest rezultat la

cazul ecuaţiilor diferenţiale cu ı̂ntarziere. Următoarele două teoreme, care

generalizează teorema prezentată ı̂n [55], oferă condiţii de stabilitate ı̂n cazul

critic.

Teorema 0.0.1. Fie următorul sistem neliniar cu argument deplasat:

ẋ(t) = A0x(t) +
m∑
j=1

Ajx(t− τj) + F [x(t), x(t− τ1), ..., x(t− τm), y(t)]

ẏ(t) = G[x(t), x(t− τ1), ..., x(t− τm), y(t)],

(2)

unde Aj ∈ Mn(R), τj > 0 pentru orice 1 ≤ j ≤ m, G(0, 0, ..., 0, y) =

F (0, 0, ..., 0, y) = 0, ∀y ∈ R, F ia valori ı̂n Rn şi G este scalar, F şi G conţin

doar puteri ale variabilelor cu suma mai mare sau egală cu doi. Atunci, pen-

tru orice δ > 0, există M1(δ) şi M2(δ) cu lim
δ→0

M1(δ) = lim
δ→0

M2(δ) = 0 astfel

ı̂ncât, atunci când ||x(t)|| ≤ δ, ||x(t− τj)|| ≤ δ, 1 ≤ j ≤ m, |y| ≤ δ,

‖F (x(t), x(t− τ1), . . . , x(t− τm), y(t))‖ ≤

≤M1(δ) (‖x(t)‖+ ‖x(t− τ1)‖+ · · ·+ ||x(t− τm)||)

|G((x(t), x(t− τ1), . . . , x(t− τm), y(t))| ≤

≤M2(δ)(||x(t)||+ ||x(t− τ1)||+ · · ·+ ||x(t− τm)||).

(3)
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Teorema 0.0.2. Presupunem că următorul sistem liniar

ẋ(t) = A0x(t) +
m∑
j=1

Ajx(t− τj) (4)

este asimptotic stabil. În alte cuvinte, dacă λ este rădăcină a ecuaţiei carac-

teristice, atunci Re(λ) < 0. Atunci, soluţia nulă a sistemului (2) este simplu

stabilă şi, dacă ϕ reprezintă condiţiile iniţiale pentru (2) ı̂n C ([−τ, 0] ;Rn+1),

cu τ = max τj
1≤j≤m

, există δ > 0 astfel ı̂ncât, dacă sup {||ϕ(t)||2 /t ∈ [−τ, 0]} < δ,

atunci

lim
t−→∞

xi(t) = 0, i = 1, ..., n şi ∃ lim
t−→∞

y(t) = ỹ.

Analiza cazului critic indică faptul că stabilitatea lui E1 depinde de

studiul termenilor transcedentali din ecuaţia caracterictică asociată. În acest

context, am determinat condiţii necesare şi suficiente asupra parametrilor sis-

temului pentru stabilitatea acestui punct de echilibru.

Ecuaţia caracteristică corespunzătoare punctului de echilibru E2 este com-

plicată şi studiul de stabilitate poate fi realizat numeric.

Modelul care descrie procesul de luecopoieză constă ı̂n şase ecuaţii diferenţiale

cu două ı̂ntârzieri. Modelul surprinde dinamica dintre celulelele precursoare

leucocitelor (de tip stem pe termen scurt), leucocitele mature, cantitatea de

6-MP din stomac, cantitatea de 6-MP din plasmă şi concentraţia de 6-TGN

(nucleotide tioguaninice) din leucocite.

Modelul care include răspunsul tratamentului, devine:

ẋ = f̃i(x, xτj ), i = 1, 6, j = 3, 4 (5)
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ẋ1 = −γ1lx1 − T1l1(x6)x1 − η1lkl(x2)x1 − η2lkl(x2)x1 − (1− η1l − η2l)βl(x1)x1+

+2e−γ1lτ3x3(1− η1l − η2l)βl(x1τ3)x1τ3 + η1le
−γ1lτ3x3kl(x2τ3)x1τ3

ẋ2 = −γ2lx2 + Ãlkl(x2τ4)x1τ4

ẋ3 = x3T1[l1(x6τ3)− l1(x6)]

ẋ4 = −b1x4 + a2

ẋ5 = b1x4 − e1x5 − c1(1−e2)
c2+x5

x5 − m2e2
m1+x5

x5

ẋ6 = b2c1(1−e2)
c2+x5

x5 − c3x6.

Compartimentul de leucopoieză are două puncte de echilibru, Ẽ1 şi Ẽ2.

Analizând ecuaţiile caracteristice corespunzătoare celor două puncte de echili-

bru, am determinat condiţii necesare şi suficiente asupra parametrilor sis-

temului pentru stabilitatea acestora.

Modelul pentru limfopoieză conţine două ecuaţii diferenţiale cu două

ı̂ntârzieri. Modelul descrie evoluţia populaţiilor de celule ı̂n cazul LAL,

prin evidenţierea dinamicii dintre progenitorii de tip stem şi celulele mature

(consultaţi [15]).

Modelul pentru limfopoieză devine:

u̇ = f̂i(u, uτjll), i = 1, 2, j = 1, 2 (6)

u̇1 = −γ1llu1 − (η1ll + η2ll)kll(u2)u1 + η1lle
−γ1llτ1llkll(u2τ1ll)u1τ1ll

u̇2 = −γ2llu2 + All(2η2ll + η1ll)kll(u2τ2ll)u1τ2ll .

Compartimentul pentru limfopoieză are doar un singur punct de echilibru
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relevant din punct de vedere biologic, Ê. Studiul de stabilitate realizat cu

ajutorul ecuaţiei caracterictice a evidenţiat faptul că punctul de echilibru este

local asimptotic stabil. Astfel, modelul prezice ı̂nsănătoşirea pacientului, cel

puţin ı̂n cazul ı̂n care ı̂ncărcătura leucemică nu este foarte mare.

Modelarea matematică a procesului de hematopoieză descris prin cele trei

compartimente presupune considerarea a două tipuri de diviziune celulară

(simetrică şi asimetrică). Tratamentul ı̂n cazul LAL constă ı̂n administrarea

orală de 6-MP.

Partea a doua: O ecuaţie diferenţială cu derivate parţiale de

ordinul patru pentru aplicaţii ı̂n biologie

A doua parte este formată din patru capitole (capitolele 4, 5, 6 şi 7).

În această parte, am considerat ecuaţia Cahn–Hilliard cu sursă de masă,

ı̂nzestrată cu condiţii de frontieră Neumann. Rezultatele matematice provin

din studiul formulării corecte a problemei staţionare şi din analiza numerică

ale problemei evolutive cu condiţii de frontieră Neumann asociate.

Capitolul 4. Context matematic. În acest capitol, am oferit o scurtă

introducere ı̂n originile ecuaţiei Cahn–Hilliard. De asemenea, am prezen-

tat teoria matematică corespunzătoare studiului acestor tipuri de ecuaţii,

aplicaţiile acestora, precum şi rezultate anterioare relevante.

Capitolul 5. Formularea corectă a problemei staţionare.

Cosiderând g(x, u) = h(x)L(u), am studiat următoarea problemă mixtă:

∂u

∂t
+ ∆2u−∆f(u) + g(x, u) = 0, ı̂n Ω× [0, T ], (7)

∂u

∂ν
=

∂

∂ν
(∆u) = 0, pe Γ, (8)

u|t=0 = u0, ı̂n Ω. (9)
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Problema staţionară asociată (7-9) este:

∆2u−∆f(u) + h(x)L(u) = 0, ı̂n Ω, (10)

∂u

∂v
=

∂

∂v
(∆u) = 0, pe Γ. (11)

În acest capitol am considerat formularea corectă a problemei staţionare

asociată ecuaţiei Cahn–Hilliard cu sursă de masă şi cu condiţii de frontieră

Neumann. Am demonstrat existenţa unei soluţii slabe şi a unicităţii acesteia,

ı̂n anumite condiţii.

Capitolul 6. Studiul numeric al problemei evolutive.

Fie următoarea ecuaţie:

∂u

∂t
+ ∆2u−∆f(u) + g(x, u) = 0. (12)

Aici, g(x, u) = h(x)L(u), unde h ∈ L∞(Ω) şi L(u) este un polinom de grad

impar.

În acest capitol, considerăm problema (12) după cum urmează:

ut = ∆w + g(x, u), ı̂n Ω (13)

w = f(u)−∆u, ı̂n Ω (14)

∂u

∂v
=
∂∆u

∂v
= 0, pe ∂Ω. (15)

Am efectuat un studiu numeric pentru (13-15) cu termen reprezentând

sursă de masă şi cu condiţii de frontieră Neumann. Am propus o schemă

de semi-discretizare finită a elementelor şi am demonstrat convergenţa prob-

lemei semi-discrete către problema continuă. În continuare, am demonstrat

stabilitatea shemei inverse Euler.
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Capitolul 7. Simulări numerice. În acest capitol, am prezentat simulări

numerice care confirmă rezultatele teoretice şi care arată eficienţa schemei

propuse. Simulările au fost realizate folosind Freefem++.
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