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Modelarea matematica este folosita pentru a studia efectele diferitelor
componente §i pentru a prezice comportamentul acestora. De peste 250
de ani, teoria modelarii matematice a fost studiata in contextul modelelor
care utilizeaza ecuatii diferentiale cu intarziere gi ecuatii cu derivate partiale.
Importanta efectelor ereditare surprinse de aceste modele a fost remarcata
inca de la sfargitul secolului al XIX-lea. Modelele matematice sunt folosite
in numeroase domenii de cercetare, printre care se numara: stiinte naturale,
inginerie, stiinte sociale, etc.

In aceastd tezd sunt prezentate si studiate modele matematice cu aplicatii
in biologie. Lucrarea este structurata in doua parti si contine, in total, sapte
capitole.

In prima parte a tezei, am introdus un model matematic bazat pe ecuatii
diferentiale cu intarziere pentru Leucemie Acuta Limfoblastica (LAL) sub
tratament. Acest model contine un compartiment pentru eritropoieza, un
compartiment pentru leucopieza si un compartiment pentru limfopoieza;
aceste procese biologice au fost cuplate cu dinamica 6-mercaptopurinei (6-
MP), medicament folosit in terapia de mentenanta. Pentru fiecare com-
partiment, am determinat punctele de echilibru gi am efectuat studiul de
stabilitate.

In cea de-a doua parte, am studiat o serie de generalizari ale ecuatiei
Cahn—Hilliard cu sursa de masa (en. mass source), inzestrata cu conditii
de frontiera Neumann, cu aplicatii in biologie. In acest context, am discu-
tat problema stationara asociata ecuatiei Cahn-Hilliard cu sursa de masa.
Am demonstrat existenta unei solutii unice a problemei. In continuare, am
considerat o schema numerica a modelului bazata pe o discretizare finita a
elementelor in spatiu si o schema inversa Euler in timp pentru problema evo-

lutiva asociata ecuatiei Cahn-Hilliard cu sursa de masa. In urma obtinerii



unor estimari pentru eroarea solutiilor numerice, am demonstrat ca schema
semi-discreta converge catre problema continua. In plus, am demonstrat
stabilitatea schemei propuse, fapt ce ne-a permis sa deducem convergenta
problemei discrete catre cea semi-discreta. Nu in ultimul rand, am efectuat
simulari numerice care au confirmat rezultatele teoretice si au demonstrat
eficienta schemei propuse, atat pentru modelul de crestere tumorala can-
ceroasa, cat si pentru modelul de retusare de imagine.

Prima Parte: Analiza unui model de ecuatii diferentiale
cu intarziere pentru Leucemie Acuta Limfoblastica sub
tratament

Aceasta parte contine trei capitole (capitolele 1, 2 i 3). In aceasti parte,
am introdus un model de ecuatii diferentiale cu intarziere pentru Leucemie
Acuta Limfoblastica (LAL) sub tratament. Acest model contine un com-
partiment pentru eritropoieza, un compartiment pentru leucopieza si un
compartiment pentru eritropoieza; procesele au fost cuplate cu dinamica 6-
mercaptopurinei (6-MP), medicament folosit in terapia de mentenanta. Pen-
tru fiecare compartiment, am determinat punctele de echilibru si am efectuat
studiul de stabilitate.

Capitolul 1. Fundamente matematice. In acest capitol, am oferit o
scurta introducere 1n teoria ecuatiilor diferentiale cu intarziere. Am amintit
cele mai importante teoreme necesare pentru studiul stabilitatii sistemelor de
ecuatii diferentiale cu intarziere folosind ecuatia caracteristica si functionala
Lyapunov-Krasovskii.

Capitolul 2. Aspecte biologice. In acest capitol, am prezentat as-
pectele si procesele biologice care sunt incluse in modele. De asemenea,
am mentionat principalele ecuatii diferentiale cu intarziere care au influentat

constructia modelelor.



Capitolul 3. Modelul matematic. In acest capitol, am introdus un
model pentru eritropoieza, un model pentru leucopoieza si un model pentru
limfopoieza, cuplate cu dinamica medicamentului 6-MP folosit in terapia de
mentenanta.

Variabilele de stare sunt populatii de celule. Avand in vedere ca nu putem
discuta despre densitati negative de celule, pozitivitatea solutiilor sistemelor
este o caracteristica vitala a modelului. Astfel, primul rezultat important
prezentat este legat de pozitivitatea solutiilor.

Modelul care descrie procesul de eritropoieza este format din sapte ecuatii
diferentiale cu doua intarzieri. Modelul surprinde dinamica dintre celulele
eritroide de tip stem pe termen scurt, eritrocite, cantitatea de 6-MP din
stomac, cantitatea de 6-MP din plasma si concentratia de 6-TGN (nucleotide
tioguaninice) din celulele rosii din sange.

Modelul care include raspunsul tratamentului devine:
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Compartimentul de eritropoieza are doua puncte de echilibru, E; si Es.

Ecuatia caracteristica corespunzatoare punctului de echilibru F; are un
caz critic (A = 0). In cazul ecuatiilor diferentiale ordinale, aceasta situatie
este discutata in cartea [70]. In ceea ce urmeazi, extindem acest rezultat la
cazul ecuatiilor diferentiale cu intarziere. Urmatoarele doua teoreme, care
generalizeaza teorema prezentata in [55], ofera conditii de stabilitate in cazul

critic.

Teorema 0.0.1. Fie urmatorul sistem neliniar cu argument deplasat:

x(t) = Agz(t) + g:lij(t —75) + Fle(t), z(t = m1), ..., x(t — ), y(t)] o)

y(t) = G[x(t),x(t - 7—1)7 e J}(t - Tm),y(t)],
unde A; € M,(R), 7; > 0 pentru orice 1 < j < m, G(0,0,...,0,y) =
F(0,0,...,0,y) =0, Yy € R, F ia valori in R" si G este scalar, F i G contin
doar puteri ale variabilelor cu suma mai mare sau egald cu doi. Atunci, pen-
tru orice § > 0, exista My(0) si M2(9) cu émng(a) = éiTrOLMQ(é) = 0 astfel
— —

incat, atunci cand ||x(t)|| < 6, ||zt —1;)|] < 0,1 <j <m,|y| <9,
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Teorema 0.0.2. Presupunem ca urmatorul sistem liniar

m

(t) = Aoz (t) + Y Aja(t — 7)) (4)
j=1
este asimptotic stabil. In alte cuvinte, daca A este radacina a ecuatiei carac-
teristice, atunci Re(\) < 0. Atunci, solutia nuld a sistemului (9) este simplu
stabila si, daca @ reprezintda conditiile inifiale pentru (@ in C ([-7,0]; R,
cu T = maxTj, exista 0 > 0 astfel incat, daca sup {||¢(t)||, /t € [-7,0]} <0,
1<j<m

atunct

lim z;(t) = 0,i=1,...,n ¢ 3 lim y(t) = 7.
t—>o0

t— 00

Analiza cazului critic indica faptul ca stabilitatea lui E; depinde de
studiul termenilor transcedentali din ecuatia caracterictica asociata. In acest
context, am determinat conditii necesare si suficiente asupra parametrilor sis-
temului pentru stabilitatea acestui punct de echilibru.

Ecuatia caracteristica corespunzatoare punctului de echilibru F, este com-
plicata si studiul de stabilitate poate fi realizat numeric.

Modelul care descrie procesul de luecopoieza consta in sase ecuatii diferentiale
cu doua intarzieri. Modelul surprinde dinamica dintre celulelele precursoare
leucocitelor (de tip stem pe termen scurt), leucocitele mature, cantitatea de
6-MP din stomac, cantitatea de 6-MP din plasma si concentratia de 6-TGN

(nucleotide tioguaninice) din leucocite.

Modelul care include raspunsul tratamentului, devine:

t= fi(r,x, ),i=1,6,j=3,4 (5)
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Compartimentul de leucopoiezd are doud puncte de echilibru, E, si Es.
Analizand ecuatiile caracteristice corespunzatoare celor doua puncte de echili-
bru, am determinat conditii necesare si suficiente asupra parametrilor sis-
temului pentru stabilitatea acestora.

Modelul pentru limfopoieza contine doua ecuatii diferentiale cu doua
intarzieri. Modelul descrie evolutia populatiilor de celule in cazul LAL,
prin evidentierea dinamicii dintre progenitorii de tip stem si celulele mature
(consultati [15]).

Modelul pentru limfopoieza devine:

U:fi(u7urjzz)ai:1>2; J=12 <6)
Uy = —ywur — (M + neu)ku(u2)ur + mue” 0 ky (uar, )i,
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Compartimentul pentru limfopoieza are doar un singur punct de echilibru



relevant din punct de vedere biologic, E. Studiul de stabilitate realizat cu
ajutorul ecuatiei caracterictice a evidentiat faptul ca punctul de echilibru este
local asimptotic stabil. Astfel, modelul prezice insanatosirea pacientului, cel
putin in cazul in care incarcatura leucemica nu este foarte mare.

Modelarea matematica a procesului de hematopoieza descris prin cele trei
compartimente presupune considerarea a doua tipuri de diviziune celulara
(simetrica si asimetrica). Tratamentul in cazul LAL consta in administrarea
orala de 6-MP.

Partea a doua: O ecuatie diferentiala cu derivate partiale de
ordinul patru pentru aplicatii in biologie

A doua parte este formata din patru capitole (capitolele 4, 5, 6 si 7).
In aceasti parte, am considerat ecuatia Cahn—Hilliard cu sursa de masa,
inzestrata cu conditii de frontiera Neumann. Rezultatele matematice provin
din studiul formularii corecte a problemei stationare si din analiza numerica
ale problemei evolutive cu conditii de frontiera Neumann asociate.

Capitolul 4. Context matematic. In acest capitol, am oferit o scurta
introducere in originile ecuatiei Cahn—Hilliard. De asemenea, am prezen-
tat teoria matematica corespunzatoare studiului acestor tipuri de ecuatii,
aplicatiile acestora, precum si rezultate anterioare relevante.

Capitolul 5. Formularea corecta a problemei stationare.

Cosiderand g(z,u) = h(z)L(u), am studiat urmatoarea problema mixta:

%JrAQu—Af(u)Jrg(x,U):O, in Q x [0,T], (7)
ou 0
Uli=o = uo, n €. 9)



Problema stationara asociata (7H9)) este:

Ay — Af(u) + h(x)L(u) = 0, n  Q (10)
% = %(Au) =0, pe I (11)

In acest capitol am considerat formularea corecta a problemei stationare
asociata ecuatiei Cahn—Hilliard cu sursa de masa si cu conditii de frontiera
Neumann. Am demonstrat existenta unei solutii slabe si a unicitatii acesteia,
in anumite conditii.

Capitolul 6. Studiul numeric al problemei evolutive.

Fie urmatoarea ecuatie:
— + A%u— Af(u) + g(w,u) = 0. (12)

Aici, g(z,u) = h(x)L(u), unde h € L*(Q) si L(u) este un polinom de grad
impar.

In acest capitol, consideram problema dupa cum urmeaza:

u = Aw + g(z,u), In Q (13)
w = f(u) — Au, in (14)

ou  O0Au

— = = Q. 1

5, = gy — 0 pe O (15)

Am efectuat un studiu numeric pentru (13H15) cu termen reprezentand
sursa de masa si cu conditii de frontiera Neumann. Am propus o schema
de semi-discretizare finita a elementelor si am demonstrat convergenta prob-
lemei semi-discrete catre problema continua. In continuare, am demonstrat

stabilitatea shemei inverse Euler.



Capitolul 7. Simulari numerice. In acest capitol, am prezentat simulari
numerice care confirma rezultatele teoretice si care arata eficienta schemei

propuse. Simularile au fost realizate folosind Freefem++.
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