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Rezumat

Aceastd tezd de abilitare prezintd cele mai importante rezultate ale activitdtii de
cercetate realizata de cdtre autor in domeniul geometriei diferentiale si aplicatiilor ei,
dupa sustinerea tezei de doctorat in mai 2006, la Universitatea din Bucuresti. Lucrarea
se focuseaza pe studiul unor structuri geometrice remarcabile pe varietati diferentia-
bile, subvarietdti, foliatii si submersii (semi-)Riemanniene, precum si pe investigarea
functiilor de productie din perspectiva geometriei diferentiale, utilizand hipersuprafetele
grafice asociate in mod canonic modelelor de productie din economie. Unele dintre
rezultatele prezentate in tezd au fost obtinute de cétre autor prin cercetare individuald,
altele in colaborare cu diversi cercetatori din SUA, Europa si Asia, majoritatea dintre
acestia fiind experti recunoscuti in domeniu.

Lucrarea este structuratd in 3 parti: [: Rezumat, 11: Rezultate principale, 11I:
Cercetdri viitoare, si contine de asemenea o bibliografie cu 368 de titluri. Nucleul
acestei teze de abilitare il constituie urmatoarele lucrdri originale ale autorului, realizate
independent sau in colaborare: [3-5, 19, 35, 36, 39, 41, 44, 50, 53, 67-76]. Toate aceste
articole au fost realizate In cadrul unor contracte de cercetare, autorul acestei teze fiind
fie membru 1n echipa de cercetare (CEEX 2250/2006-2008, PNII 525/2009-2010, PNII
2805/2012-2016, PNIII 8/2017-2019 - proiecte finantate de ciatre UEFISCDI, si RG-
1440-142/2020 - proiect finantat de cdtre Deanship of Scientific Research, King Saud
University, Saudi Arabia), fie director de proiect (GAR 181/2007-2008 - grant finantat
de citre Academia Romana).

Prima parte a tezei oferd o prezentare generald a principalelor puncte ale lucrdrii,
descriind, de asemenea, cadrul general in care se Tncadreaza fiecare dintre subiectele
studiate.

In continuare vom expune pe scurt rezultatele principale ale acestei teze, rezultate
ce se regdsesc 1n partea a doua a lucrdrii. Aceastd parte este structuratd in patru
sectiuni: 2.1 Subvarietdti si submersii in geometrii de tip paracuaternionic, 2.2 Foliatii
pe varietdti Riemann si subvarietdti, 2.3 Invarianti de curburd, inegalitdti optimale §i
subvarietdti ideale in forme spatiale si 2.4 Interactiuni intre geometria diferentiald §i
analiza economicd.

Sectiunea 2.1. este dedicatd investigdrii unor clase speciale de subvarietiti si sub-
mersii in geometrii de tip cuaternionic. Reamintim ca geometria structurilor Riemann,
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Riemann (pe scurt, CR), se incadreazd in teoria generald a G-structurilor, un domeniu
de mare interes In geometria diferentiala moderna, in analiza globala si in fizica matem-
aticd. Se stie cd varietdtile cuaternionice corespund reducerii grupului structural la
GL(n,H) - Sp(1), iar din punct de vedere metric cazul cel mai interesant este cel al
varietatilor cuaternionice Kéhler. Acestea varietdti au fost introduse in geometrie pentru
prima datd in 1955 de cdtre Berger [11], care a clasificat grupurile ce pot apdrea drept
grupuri de olonomie pentru varietitile Riemann ireductibile. O clasd importantd de astfel
de grupuri este datd de subgrupurile lui Sp(n) - Sp(1), varietitile corespunzétoare fiind
numite varietdti cuaternionice Kdhler. Aceste varietdti sunt de interes ridicat in fizica
teoreticd deoarece respectiva olonomie le forteaza sd fie spatii Einstein. Pornind de aici,
conditiile din definitie pot fi relaxate fie in sensul G-structurii, obtinand diferite clase de
varietati de tip cuaternionic, fie in sensul olonomiei, considerand de exemplu varietatile
hiper-Kéhler (acestea avand olonomia in Sp(n + 1)). Structurile paracuaternionice,
initial numite structuri cuaternionice de speta a doua, au fost introduse in geometrie
de catre P. Libermann [51]. Teoria varietdtilor paracuaternionice este paraleld cu teoria
varietatilor cuaternionice, dar ea utilizeaza algebra paracuaterninilor, in care doi gener-
atori au pitratul 1, iar un generator are patratul —1. In consecinti, aceste varietiti sunt
echipate cu un subfibrat o de rang 3 in fibratul endomorfismelor fibratului tangent, local
generat de doud structuri aproape produs si o structurd aproape complexda. Din punct
de vedere metric, varietdtile aproape paracuaternionice hermitiene au signatura neutrd.
Dacd subfibratul o este paralelizat de cdtre conexiunea Levi-Civita a metricii neutre,
atunci se ajunge la conceptul de varietate paracuaternionica Kdhler. Aceste varietdti
sunt de asemenea Einstein in dimensiune cel putin 8, deci de asemenea de interes in
fizica teoretica.

In § 2.1.2 obtinem diverse proprietiti de curburi ale spatiilor twistor si reflector
ale unei varietdti paracuaternionice Kahler, recuperand in particular un rezultat obtinut
de catre Alekseevsky si Cortés [2], dar utilizind o abordare diferita. In continuare,
investigdm conceptul de CR-subvarietate in context paracuaternionic. Reamintim ca
notiunea de CR-subvarietate a fost introdusad Tn geometria complexd de cétre Bejancu
[8] ca o generalizare a subvarietitilor total reale si a celor olomorfe in ambient Kihler.
Acest concept a fost ulterior considerat in context cuaternionic de cdtre Barros, Chen si
Urbano in [7]. Dupd aceea au fost elaborate numeroase studii cu privire la geometria
CR-subvarietitilor, fiind extinsa notiunea si In alte spatii; Tn monografiile [9, 78] putem
gdsi cele mai importante rezultate referitoare la CR-subvarietdti. Vom da mai multe
exemple de CR-subvarietdti si vom stabili rezultate fundamentale cu privire la geometria
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[49] in context aproape hermitian, vom defini submersiile CR-paracuaternionice $i vom
obtine céteva proprietiti ale acestora. In particular, vom discuta proprietiti de curburi
ale fibrelor si ale spatiului total al CR-submersiilor paracuaternionice.

In § 2.1.3 studiem geometria unor clase speciale de subvarietiti in varietiti cu 3-
structuri mixte metrice. Aceste varietati, care reprezintd pandantul Tn dimensiune impara
al varietdtilor paracuaternionice, au aparut in mod natural in studiul hipersuprafetelor
luminoase in varietdti paracuaternionice hermitiene [37]. Principalele proprietiti ale
acestor varietdti au fost obtinute de cdtre Caldarella si Pastore [14]. O metricd adaptatd
unei structuri mixte este in mod necesar semi-Riemann, iar varietdtile mixt 3-Sasaki
sunt Einstein, de aici potentiala lor importanta in fizica teoreticd. Ne vom concentra
mai Intai pe cazul subvarietatilor invariante si anti-invariante, stabilind cateva rezultate
cu privire la existenta acestor subvarietiti tangente sau normale la cAmpurile vectori-
ale de structurd. In particular, vom ariita ci o subvarietate invarianti a unei varietiti
inzestrate cu o 3-structurd mixtd este obligatoriu fie tangentd, fie normald, la toate cele
trei cAmpuri vectoriale de structuri. In plus, demonstrim ci o subvarietate total ombil-
icald a unei varietdti mixt 3-Sasaki, tangentd la campurile vectoriale de structurd, este
invariantad si total geodezica. Studiem apoi subvarietatile anti-invariante In ambient mixt
3-cosimplectic si mixt 3-Sasaki, normale la cAmpurile vectoriale de structurd, obtinand
conditii necesare si suficiente pentru trivialitatea conexiunii in fibratul normal. Inves-
tigdm de asemenea geometria distributiilor care apar in mod natural pe subvarietatile
invariante ale varietdtilor cu 3-structrd mixtd metricd, care sunt tangente la campurile
vectoriale de structurd. Obtinem cd o subvarietate nedegeneratd a unei varietdti mixt
3-Sasaki, tangentd la campurile vectoriale de structurd, este total geoedezicd dacd si
numai daci este invariantd. In plus, investigdm geometria subvarietitilor invariante in
varietdti mixt 3-cosimplectice, normale la campurile vectoriale de structurd, si demon-
stram cd o astfel de subvarietate admite o structurd para-hiper-Kéhler. De asemenea,
stabilim rezultate fundamentale cu privire la geometria subvarietatilor generice in vari-
etdti mixt 3-Sasaki si mixt 3-cosimplectice. Stabilim conditii de integrabilitate pentru
unele distributii naturale pe o subvarietate genericd si demonstram mai multe rezultate cu
privire la geometria foilor. Sunt furnizate numeroase exemple de subvarietdti invariante,
anti-invariante si generice pentru a ilustra rezultatele obtinute.

In § 2.1.4 investigdm submersiile semi-Riemann de la o varietate inzestrati cu o 3-
structurd mixtd metrica intr-o varietate aproape paracuaternionicd hermitiand. Se stie ca
studiul submersiilor Riemann a fost initiat de cdtre O’Neill [58] si Gray [33]. Pe de alta
parte, conceptul de 3-submersie a fost introdus de Watson [77], ca o submersie Riemann
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comutd cu cAmpurile tensoriale de tip (1, 1). Aceastd notiune a fost ulterior considerata in
context pur (para)cuaternionic in [13, 38]. Submersiile semi-Riemann au fost introduse
de O’Neill in cartea sa [59]. Aceste submersii sunt de mare interes in fizicd datorita
aplicatiilor lor in teoria Yang-Mills, teoria Kaluza-Klein, in teoriile supergravitatiei
si supercorzilor (a se vedea Capitolul 8 din [29]). Dupa ce definim conceptul de 3-
submersie mixt-paracuaternionicd, obtinem cateva proprietiti fundamentale cu privire
la geometria lor. Studiul se concentreazd pe transferul structurilor definite pe spatiul
total al submersiei si pe geometria fibrelor. Obtinem ca o astfel de submersie este
aplicatie armonica, In ipoteza ca spatiul total este mixt 3-cosimplectic sau mixt 3-Sasaki.
Deducem de asemenea proprietiti de curbura ale fibrelor si bazei unei 3-submersii mixt-
paracuaternionice si furnizim exemple netriviale de astfel de submersii.

In Sectiunea 2.2 suntem interesati in principal de studiul varietitilor si subvari-
etdtilor foliate. Teoria foliatiilor a fost initiatd de cadtre Ehresmann si Reeb [28] la
inceptul anilor 1940 si imediat a devenit un subiect de mare interes pentru numerosi
cercetiitori. In particular, investigarea aspectelor ce tin de geometria diferentiali a de-
venit o parte importanti a acestei teorii. In acest sens, Rovenski si Walczak [63] au
studiat mai multe subiecte legate de proprietdtile foliatiilor care pot fi exprimate in
functie de forma a doua fundamentald a foilor si de invariantii de curburd. Studiul nostru
se va concentrea 1n principal pe legaturile dintre foliatiile pe o varietate/subvarietate si
structurile geometrice pe care respectiva varietate/subvarietate le poate admite.

In § 2.2.2 investigim foliatia total reald a unei CR-subvarietiti intr-o varietate
local conform Kdhler (pe scurt l.c.K.) din punct de vedere al teoriilor subvarietatilor si
foliatiilor, rezolvand in particular o problema de cercetare propusa de Bejancu si Farran in
[10, Capitolul 5]. Reamintim cd studiul geometriei l.c.K. a fost initiat de catre Libermann
in [52], iar acesta reprezintd un domeniu dinamic de cercetare chiar si in zilele noastre.
In particular, CR-subvarietitile in ambient local conform Kihler au fost investigate de
numerosi autori (a se vedea, de exemplu, [6, 25, 26, 55, 56, 60, 61, 64, 65]). Aceste
subvarietati sunt inzestrate in mod natural cu unele foliatii canonice, care au fost pentru
prima datd studiate de cdtre Chen si Piccinni [18] (a se vedea de asemenea Capitolul
12 din monografia [27]). Una dintre aceste foliatii, notati cu F* si numiti foliatia total
reald, este datd de distributia total reald implicatd in definitia CR-subvarietdtii si despre
care se stie cd este intotdeauna complet integrabild, dupd cum au demonstrat Blair si
Chen [12]. Obtinem conditii necesare si suficiente pentru ca o CR-subvarietate intr-o
varietate 1.c.K. si fie riglatd in raport cu §+. De asemenea, vom gisi conditiile in care
aceasta foliatie este Riemanniana.

In § 2.2.3 ne vom concentra pe studiul varietitilor aproape cosimplectice cu foile



Kihler, prin intermediul unei clase speciale de submersii Riemann, numita contact-
complex. Este bine cunoscut faptul cd daca m : M — N este o submersie, atunci
spatiul total M este foliat prin preimaginile 7~!(y), ¥ € N. Mai intdi vom studia
asa-numitele submersii de tip contact-complex, adicd submersiile Riemann de la o
varietate aproape de contact metricad (M, ¢, &, n, g) la o varietate aproape hermitiana
(N, J,¢') care sunt aplicatii (¢, JJ)-olomorfe [40]. Vom discuta transferul proprietatilor
de curbura Gray de pe spatiul total al submersiei pe fibre si pe baza submersiei, obtinand
de asemenea ecuatia de structurd a acestor submersii, i.e. o formuld explicitd care
leaga codiferentialele formelor fundamentale ale spatiului total si ale bazei submersiei,
de codiferentiala si vectorul curburd medie al unei fibre, precum si de urma unui camp
tensorial asociat in mod natural unei submersii de tip contact-complex. Aceastd ecuatie
ne va permite 1n final sd stabilim armonicitatea 2-formei fundamentale a unei varietati
aproape cosimplectice cu foile Kéhler, o clasd remarcabild de varietiti aproape de contact
metrice introduse de Olszak in [57].

In § 2.2.4 investigim interactiunea dintre spinorii Killing transversali si operatorul
Dirac bazic in contextul foliatiilor Riemann. Pentru realizarea unui astfel de studiu in
cadrul general al foliatiilor Riemann, definim spinorii Killing transversali ca o extensie
naturald a spinorilor bazici paraleli cu o conexiune modificatd asociatd operatorului
Dirac bazic. Introducem de asemenea intr-un mod natural o clasd de spinori twistor.
Pentru foliatii Riemann generale, aceste definitii diferd de cele din [31, 45, 46], dar
in cazul particular al foliatiilor Riemann cu curbura medie bazica armonica, care este
contextul cel mai favorabil, definitia coincide cu cea anterioarda [31], iar rezultatele
obtinute se dovedesc astfel a fi o generalizare a celor din [45, 46]. Mai mult, in
manierd standard [32, 45], cazul absolut (atunci cand varietatea este foliata prin puncte)
devine o generalizare a cazului varietdtilor Riemanniene inchise. Dupd ce introducem
principalele obiecte geometrice pe care le utilizim, deducem rezultatele principale si
evidentiem caracteristicile specifice ale spinorilor Killing considerati. Studiem spinorii
twistor Tn prezenta unei structuri foliate si in final trecem in revistd cateva aplicatii
posibile ale rezultatelor obtinute, precum si unele consideratii fizice.

In Sectiunea 2.3 obtinem mai multe inegalitati optime ce implicd invarianti de
curburd fundamentali pentru subvarietdti in unele forme spatiale si, de asemenea, in-
vestigdm clasele subvarietdtilor Wintgen si Casorati ideale (in sensul lui B.-Y. Chen
[16]). Reamintim ca obtinerea de relatii simple intre invariantii intrinseci i extrinseci
este o problema fundamentald in teoria subvarietitilor. In acest context, intr-o lucrare
fundamentald publicatd in 1993, B.-Y. Chen [17] a stabilit o inegalitate optimd pentru
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intrinseci (curbura sectionald si curbura scalard), precum si principalul invariant extrin-
sec (patratul curburii medii). Acesta a fost punctul de plecare al teoriei -invariantilor,
numiti si invarianti Chen sau ADN-ul Riemannian, un subiect de mare interes in geome-
tria Riemanniand si cu multe aplicatii in diverse domenii ale matematicii (a se vedea
[16]). Pe de altd parte, curbura Casorati a unui subvarietdti intr-o varietate Riemann, un
concept introdus initial Tn 1890 pentru suprafetele din spatiul Euclidean 3-dimensional
[15], este un invariant extrinsec definit ca patratul normalizat al lungimii formei a doua
fundamentale a subvarietdtii. Aceastd notiune, preferatd de Casorati n fata curburii
Gauss traditionale deoarece corespunde mai bine cu intuitia comuna asupra curburii,
extinde conceptul de directie principald a unei hipersuprafete a unei varietdti Riemann la
cazul subvarietatilor in varietati Riemann [34]. In spiritul invariantilor lui Chen, in [22],
S. Decu, S. Haesen si L. Verstraelen au introdus curburile 6-Casorati normalizate, ulte-
rior extinse la curburi §-Casorati generalizate normalizate in [23], si au stabilit citeva
inegalitdti optime care implicad pe de o parte curbura scalard (intrinsecd), iar pe de alta
parte curburile 0-Casorati (extrinseci). Reamintim cd acele subvarietati care realizeaza
egalitate intr-o inegalitate de tip Chen in fiecare punct sunt numite subvarietdti ideale.
Remarcdam ca denumirea de subvarietate ideald este bine motivata (subvarietatile ideale
fiind acele subvarietdti care primesc cea mai mica tensiune posibild in fiecare punct din
partea spatiului ambiental [16]), iar clasificarea subvarietatilor ideale in forme spatiale
este o problemd extrem de provocatoare.

In § 2.3.2 studiem curburile §-Casorati (generalizate) normalizate ale subvarietitilor
in ambient Kenmotsu. Reamintim cd, in 1969, Tano [66] a demonstrat cd grupul de
automorfisme al unei varietati Riemann aproape de contact conexe M de dimensiune
(2n + 1) are dimensiunea maximd (n + 1)?, iar maximul este atins numai in cazul in
care M se reduce la unul dintre urmatoarele spatii: o varietate Sasaki omogena (sau o
e-deformare a unei astfel de varietiti) de curburd sectionala ¢-olomorfa constantd, un
produs Riemann global al unei drepte sau al unui cerc cu o forma spatiald complexa,
sau un produs warped al spatiului complex cu dreapta reald. In 1972, Kenmotsu [48] a
investigat proprietdtile acestui produs warped si 1-a caracterizat prin ecuatii tensoriale,
dand nastere unuia dintre cele mai noi subdomenii ale geometriei de contact, subdomeniu
numit astazi geometria Kenmotsu. Desi neglijate pentru o lungd perioadd de timp,
aceste varietdti au atras atentia unui numar mare de cercetdtori in ultimele trei decenii,
dovedindu-se a fi un capitol valoros al geometriei de contact (a se vedea [62] si referintele
de aici). Vom stabili cateva inegalitdti optime pentru curburile j-Casorati generalizate
normalizate ale subvarietdtilor intr-o forma spatiala Kenmotsu, in cazul in care aceste
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demonstram ca egalitatea in toate punctele caracterizeaza subvarietdtile total geodezice
si furnizdm exemple care ilustreaza principalele rezultate.

In § 2.3.3, utilizdnd metode de optimizare pe subvarietdti Riemann, stabilim cateva
inegalitdti optime Tmbunatatite cu privire la curburile 9-Casorati (generalizate) normal-
izate ale subvarietdtilor Lagrange n-dimensionale in forme spatiale complexe. Obtinem
un rezultat singular si neasteptat: limitele inferioare ale curburilor §-Casorati normal-
izate 0c(n—1) si @(n —1), precum si ale curburilor §-Casorati generalizate normalizate
do(t,n—1)si gg(t, n — 1), exprimate in functie de dimensiune, curbura sectionald olo-
morfd, curbura scalard normalizatd si patratul curburii medii a subvarietatii, sunt diferite,
in contrast cu toate rezultatele anterioare obtinute pentru diverse clase de subvarietati
in diferite spatii ambientale. De asemenea, investigdm cazul de egalitate al acestor ine-
galitati imbundtdtite, obtinand clasificarea subvarietatilor Lagrange Casorati ideale in
forme spatiale complexe. Sunt discutate citeva exemple, care aratd ca valorile constan-
telor din inegalitatile obtinute sunt cele mai bune posibile. De asemenea, obtinem unele
inegalitdti similare pentru subvarietdti Legendre in forme spatiale Sasaki si clasificim
subvarietatile Legendre Casorati ideale.

In § 2.3.4 discutiim in context cuaternionic inegalitatea Wintgen generalizatd, intal-
nitd in literatura de specialitate si sub denumirea de inegalitatea DDVV sau de conjectura
DDVV. Aceasta inegalitate celebra a fost conjecturata in [20] si rezolvata in sens afir-
mativ in [30, 54]. Scopul nostru este de a extinde inegalitatea DDVV clasica in cazul
CR-subvaritdtilor In varietdti cuaternionice Kéhler de curburd sectionald cuaternionica
constantd. Obtinem mai intdi o inegalitate mai generald care implicd curbura normala
scalard normalizatd py (definitd din forma a doua fundamentald) si apoi deducem o
inegalitate de tip DDVV ce implici curbura scalari normald normalizati p* (definitd
din tensorul de curbura normald) pentru CR-subvarietdti In spatiul ambient cuaternionic.
De asemenea, caracterizim forma a doua fundamentala a acelor subvarititi pentru care
se obtine cazul de egalitate si prezentdm un exemplu netrivial de CR-subvarietate care
satisface identic cazul de egalitate, i.e. 0 CR-subvarietate Wintgen ideala.

Sectiunea 2.4 este dedicatd studiului modelelor de productie din economie, uti-
lizand o abordare din perspectiva geometriei diferentiale. Este bine cunoscut faptul ca
o functie de productie este un concept fundamental folosit in modelarea unui proces
de productie P. Vom nota cu n numadrul de resurse implicate in procesul de pro-
ductie (n > 2), cu xy, ..., x, factorii de productie (adici resursele implicate - orice se
utilizeazd in procesul de productie P, cum ar fi resursele naturale, capitalul, forta de
munca etc.) si cu f rezultatul procesului de productie P. Dacd R, reprezintd multimea
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atunci o functie f : R} — R, cu derivatele partiale de ordinul intii nenule, definitd
prin f = f(x1,...,x,), se numeste functia de productie asociata procesului de pro-
ductie P. Legitura dintre functiile de productie si geometria diferentiald se obtine in
mod firesc, deoarece o functie de productie f poate fi identificata cu graficul lui f,
si anume cu hipersuprafata L a spatiului euclidian (n + 1)-dimensional definitd prin
relatia L(x1, ..., 2,) = (1, ..., T, [(21, .0, @0)), (21,...,2,) € RY, si numitd hiper-
suprafata de productie. Este clar ca dacd n = 2, atunci L este o suprafatd, cunoscuta
sub numele de suprafatd de productie. Primele rezultate notabile n analiza economica
privind geometria suprafetelor de productie au fost obtinute in 1978 de catre Kemp,
Khang si Uekawa [47]. Ei au obtinut conditii pentru ca suprafata de productie sd contina
un numdr predefinit de puncte planare. Ulterior, unele conditii necesare si suficiente
pentru ca o suprafatd de productie sa contind o portiune platd au fost obtinute de Abe,
Okamoto si Tawada [1] cu instrumentele geometriei analitice. Pe de altd parte, unele
conditii Tn care functia de productie defineste o suprafata situatd pe frontiera unui con,
cilindru sau intr-un plan au fost deduse de cdtre Inoue [42] folosind tehnici standard
de calcul diferential. Mai mult, in 1986, Inoue si Wegge [43] au dedus aceste conditii
intr-un mod pur geometric, concentrandu-se pe familia de hiperplane care anvelopeazi
frontiera. Folosind instrumentele geometriei diferentiale, ei au clasificat functiile de
productie care sunt guvernate de frontiere riglate, atunci cand existd trei bunuri si doi
factori de productie, ilustrind economic rezultatele gisite. In 2011, a fost obtinuti o
legaturd neasteptata intre unele notiuni fundamentale din teoria functiilor de productie
si din geometria diferentiala a hipersuprafetelor 1n spatii euclidiene [67, 69], dandu-se
un impuls In construirea unei teorii geometrico-diferentiale a modelelor de productie
din economie. Scopul acestei sectiuni este de a prezenta principalele rezultate privind
geometria functiilor de productie obtinute dupd descoperirea acestei legaturi. Ne vom
concentra pe principalele modele de productie care sunt analizate de obicei atat in
microeconomie, cat si in macroeconomie, si anume modelele de productie omogene,
omotetice, de tip quasi-sumd si de tip quasi-produs. O atentie speciald va fi acordata
conditiilor de curburd, acestea fiind esentiale in analiza economicd, ele aparand inclusiv
in celebra teorie a bundstarii elaborata de cédtre Debreu (a se vedea [21], precum si [24]).

In § 2.4.2 demonstrim mai multe rezultate de clasificare pentru modele de productie
omogene. Ardtdm ca o functie de productie omogend cu un numadr arbitrar de factori
de productie defineste o suprafatd pland dacd si numai dacd are revenire constantd la
scari sau este o functie de productie multinomiald. In particular, obtinem clasificarea
functiilor de productie omogene cu doi factori ale cdror suprafete de productie sunt

desfasurabile.



In § 2.4.3 investigim modelele de productie de tip quasi-sumd si hipersuprafetele
lor de productie imersate in spatiul ambiental euclidian. Obtinem clasificarea functiilor
de productie cvasi-suma cu elasticitate constantd a productiei in raport cu orice factor de
productie si cu rata marginald de substitutie proportionald. De asemenea, demonstram
cd dacd o functie de productie quasi-suma f satisface proprietatea ratei marginale de
substitutie proportionald, atunci hipersuprafata de productie corespunzitoare are curbura
Gauss-Kronecker nula daca si numai dacd, modulo o translatie, f se reduce la un tip
particular de functie Cobb-Douglas generalizatd cu revenire constanta la scard. Ardtdm
de asemenea ca hipersuprafata de productie nu poate fi minimald, indiferent de numérul
factorilor de productie, insd ea are curbura sectionald nuld dacd si numai dacd, modulo
o translatie, f se reduce la un tip particular de functie Cobb-Douglas generalizata cu
revenire crescatoare la scard, in ipoteza cd numarul factorilor de productie este n > 2,
respectiv cu revenire constantd la scard, dacd numarul factorilor de productie este n = 2.

In § 2.4.4 investigdim modelele de productie omotetice si de tip quasi-produs,
obtinand diverse rezultate de clasificare pentru aceste modele de productie in functie
de geometria hiperuprafetelor lor grafice asociate. In particular, realizim o clasificare
completd a modelelor de productie de tip quasi-produs ale cdror hipersuprafete de pro-
ductie au curbura Gauss-Kronecker nuld. De asemenea, clasificim functiile de productie
quasi-produs cu elasticitate constantd a productiei in raport cu orice factor de productie,
cu rata marginala de substitutie proportionala si cu proprietatea de elasticitate constanta
a substitutiei. Teoremele obtinute sunt aplicate in final pentru a deduce rezultate despre
geometria functiilor de productie Spillman-Mitscherlich si de tip transcendental.

Ultima parte a tezei este dedicatd prezentdrii unor planuri de dezvoltare a activitdtii

de cercetare.
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